VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDk
3. Stufe (Bezirksolympisde)
Olympiadeklasse 8 - 1, Tag

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daB -die in einer Lo-
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sitze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Ldsungsweg
(einschlieflich Nebenrechnungén, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

1. Die Kante eines Wiirfels habe die Linge 8, = 2 cm, die eines
anderen Wiirfels die Lénge a, = 6 cm. Berechne das Verh#lt-
nis der Kentenlidngen dieser zwel Wiirfel, das Verh#ltnis
ihrer Oberflidcheninhalte und das Verhiltnis ihrer Raumin-
halte !

2. Auf der Grundlinie BC eines gleichschenkligen Dreiecks
/\ ABC seien zwel Punkte M, und M, gegeben. Durch M, und M,
werden jeweils die Parallelen zu den Drelecksseiten AB und
AC gezogen., Die Parallelen durch M1 schneiden AB in D und
AC in E, Die Parallelen durch M2 schneiden AB in F und AC
in G.
Beweise, daf der Umfang des Parallelogramms MlEAD gleich
dem Umfang des Parallelogramms M2GAF ist !

3. @egeben seien 3000 g einer T7,2-prozentigen Losung von Koch-
salz in Wesser (d.h, in je loo g der Ltsung sind genau 7,2 g
Kochsalz enthalten). Durch Sieden dieser Ldsung verdampft
so viel Wasser, daB genau 2400 g der eingedampften Losung
verbleiben,

Wieviel prozentig ist die so erhaltene Losung?
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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 2, Tag

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lo~
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sitze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind, Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein,

4, Von 10 Koffern und 10 Schliisseln ist bekannt, daB jeder
Schliissel zu genau einem Koffer paBft, und zu jedem Koffer
genau ein Schliissel., Man weif aber nicht, welcher Schliissel
zu welchem Koffer gehdrt, Jemand ermittelt dies durch Pro-
bieren, wobei jede Probe darin besteht, daB er fiir genau
einen Koffer und genau einen Schliissel feststellt, ob sie
zusammenpassen oder nicht, Die Reihenfolge der Proben wird
go gewidhlt, daB fiir jeden einzelnen Koffer, sobald einmal
an ihm eine Probe durchgefilhrt wurde; dann genau so viel
Proben vorgenommen werden, bis der passende Schliissel er-
mittelt ist,

Welches ist a) die kleinste, b) die grdBte Zahl von Proben,
bei der es vorkommen kenn, daB genau nach dieser Probenzahl
zu jedem Koffer der richtige Schliissel feststellbar ist?

5 In einer Ebene sind drei Geraden 811 821 B3 gegeben, von
denen keine zwei einander parallel sind. AuBerdem ist eine
Lénge s gegeben,

Konsivruiere einen Kreis, der von jeder der Geraden 811 Bp»
) eine Strecke der Liénge s abschneidet !

6, Man denke sich das Produkt aller derjenigen ungeraden Zah-
len gebildet, die groBer als 30 und kleiner als 50 sind.
Beantworte, ohne es vollstdndig zu berechnen, folgende Fra-
gens
a) Welche Ziffer steht an der Einerstelle des Produkts?

b) Ist das Produkt eine 18-stellige Zahl?
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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklesse 8 - 1. Tag

Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1., Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1, Die Oberflicheninhalte der beiden Wiirfel seien 5 Punkte
01 bzw, 02, die Rauminhalte V1 bzw. V2.

Dann gilt:
81 8 8y = S e )
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0, ¢ 05 = 6al2 3 6322
Vioh Wy # 8 flemsd e B, 4 296 =/% .27 ,

2, Bs gilt & DBMl~A ABC (das folgt aus der Gleich- 7 Punkte
heit von Stufenwinkeln an
geschnittenen Paralle-
len). Also ist das
Dreieck AMlDB gleich-
schenklig und es gilte
BD = M. (1)
Weiterhin gilt:
(2) M E = D, da M;EAD
laut Konstruktion ein
Parallelogramm ist.
Aus (1) und (2) folgt,
daB der halbe Umfang
des Parallelogramms
C MlEAD gleich der Lénge
des Schenkels AB ist.
Entsprechend zeight man,
dag8 der halbe Umfang
des Parallelogramms
MEGAF gleich der Linge
des Schenkels AC ist. Da AC = KB gilt, folgt, daB
die Umfange der betrachteten Parallelogramme gleich
sind,
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3. In je loo g der Losung sind genau 7,2 g Koch- 6 Punkte
salz enthalten, Folglich betrdgt die Kochsalz-
menge in 3000 g Lisung ‘

30 ¢ 742 g = 216 g,
Da beim Verdampfen die Kochsalzmenge konstant
bleibt, sind also sasuch in der neuen LEsung von
2400 g genau 216 g Kochsalz enthalten. Mithin
enthilt die neue Losung in je loo g eine Koch~
salzmenge von genau

216 gis 24 = 9 g,
dehe die Losung ist 9-prozentig.
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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3, Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklesse 8 - 2, Tag

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe

4, Rach Aufgabenstellung miissen en dem Koffer, an 6 Punkte
dem die erste Probe durchgefihrt wurde, genau
80 viel Proben vorgenommen werden, bis zu ihm
der passende Schliissel ermittelt ist. Das ist
frithestens nach einer Probe, spistemtens nach 9
Proben der Fall, Sodann ist eine entsprechende
fberlegung filr die restlichen 9 Koffer und Schliis-
sel durchzufithren usw, bis zu 2 Koffern und
Schliisseln., Fiir diese sind mit genau einer Probe
alle Zusammengehtrigkeiten emmittelt. Also ist
die kleinste Probenzahl der gesuchten Art

1+1+1+1+1+1+1+1+1= 9
die grifte Probenzahl der gesuchten Art
9484+ T7T+6+5+4+3+24+1=45,

5, I, Angenommen, M sei der Mittelpunkt eines der 9 Punkte
gesuchten Kreise k., Die Sehnen, die k von g1

82s 84 abschneidet, sind denn gleich lang,

also sind sie gleichweit von M entfernt, Daher

liegt M auf einer Winkelhalbierenden w,; von

811 8p und auf einer Winkelhalbierenden W,

von gy, 83 .

a) Haben 81s 821 B3 einen (und wegen ihrer
Verschiedenhelt dann such nur einen) Punkt S
gemeinseam, ®o gehen Wy und L) durch S
suBerdem ist wy # Wy} denn whre
W =W, =W, 80 folgte
4(':83) :4 (Bipw) TL (W.ga), l_.llo
83 = 8 also ‘3" 8¢ Somit ergibt sich
M = S. (Abb. L 8;5a) :

b) Haben g;, 83 83 keinen Punkt gemeinsam,

8o bilden sie nach Voraussetzung ein Dreieck D,
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und es folgt: M ist einer der 4 Sehnittpunk-
te lst[o,l\lll,Mz,M3 der Innen- und AuBenwinkel-
halbierenden von D,

Deher kamn ein Kreis k hdchstens demnn die ver-

lengte Elgenschaft haben, wemnn er durch folgen-

de Konstruktion erhalten wirds

(a) Man schlage den Kreis k um S mit dem Radius
von der Lénge g» .

(b) Men wihle als M einen der 4 Punkte

o’Ml’MZ M s Von M fHlle man das Lot MP

auf 8y Um P schlage man den Kreis mit dem
Radius von der Linge -2-; er schneidet g; in
zwei Punkten Q, R, Denn sghlage man den
Kreis k um M durch Q.(Abb. L 8;5b),

Ist ein Kreis k wie in II komstrulert, so hat

er die verlangte Eigenschaft,.

Beweis; Er schneidet ven gq nach Konstruktion

eine Strecke der Linge ® &b und von g, 84

je eine ebenso lemge Strecke, da sein Mittel-

punkt von gy, & g3 gleichweit entfernt ist.

Die Konstruktion II ergibt (a) genau einen

Kreis, (b) genau 4 verschiedene Kreise, Nach

III sind dies vnd nach I such nur dies alle

gesuchteny




L 8;II —=3=

6. a) Multipliziert man eine Zahl, die auf 5 endet, 7 Punkte
mit einer beliebigen ungeraden Zahl, so erh#lt
man wieder eine Zahl mit der Einerziffer 5, Das
zu untersuchende Produkt enth&lt den Faktor 45,
der auf 5 endet, und sonst nur ungerade Fakto-
ren, Seine Einerziffer ist daher eine 5.

b) Men kann das Produkt in die Teilprodukte
31.49, 33447, 35.45, 37.43 und 39,41
zerlegt denken. Jedes dieser Teilprodukte ist
von der Form ‘
(a-b)(a+b)mte=40wmd1$pS9
und daher eine positive Zahi, die sicher klei-
ner als 2000 ist, Das gesamte Produkt ist also
kleiner als 20005.
Nun ist aber
20005 = 2000 ¢ 2000 ¢ 2000 ¢ 2000 ¢ 2000 =
=2 ¢2 02 22 ¢ 2 ¢ 1000 ¢ 1000 * 1000 ¢ 1000 ° looo =
= 32 ¢ 1 000 000 000 000 000
eine 17-stellige Zahl,
Deher kann das zu untersuchende Produkt keine
18-stellige Zahl sein,



